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Resumo

Analisaremos o fendnemo relativistico da precessiio de Thomas sob um ponto de vista geométrico. Para tal, construiremos um espago de
velocidades relativistico denominado disco de Poincaré e mostraremos que a precessio de Thomas decorre naturalmente como consequéncia
da geometria deste espago. Como uma aplicagio, mostraremos que a descrigio correta das linhas espectrais provenientes da estrutura fina

depende fundamentalmente deste fendmeno.

1. INTRODUGAO

Abe-se atualmente que a composi¢do de transforma-

¢oes de Lorentz que preservam a orientacdo dos eixos

espaciais, informalmente chamados de boosts, é equi-
valente & composi¢do de um boost com uma rotagdo espacial
pura, conhecida como rotagdo de Wigner-Thomas, e ndo a
um boost puro como poderiamos ingenuamente supor. A
relevancia desse fendmeno foi apontada pela primeira vez
por Thomas em 1926[6], motivado pelo fracasso do modelo
atdmico contemporaneo em descrever as linhas espectrais
obtidas experimentalmente, que diferiam por um fator de
2 em relagdo a este, embora descrevessem corretamente o
efeito Zeeman. O que Thomas mostrou foi que a origem
dessa discrepancia é um efeito relativistico, que ficou co-
nhecido como precessiio de Thomas, no qual o sistema de
eixos coordenados de um referencial acelerado giram com
uma dada frequéncia angular. A precessdo de Thomas é
uma consequéncia direta da rotagdo de Wigner-Thomas,
portanto para compreendermos essa precessdo devemos pri-
meiramente entender o efeito de rotacdo devido a aplicagdo
de boosts nao colineares. A maioria dos textos tratam esse
problema algebricamente, representando os boosts como
matrizes, multiplicando-as, e reexpressando-as de maneira
conveniente. Apesar deste ser um método relativamente
simples por ser direto, os cdlculos envolvidos sdo conside-
ravelmente trabalhosos. Ao invés da abordagem matricial
conduziremos um procedimento mais rico conceitualmente
e que julgamos mais agradével ao leitor.

E sabido que muitos fendmenos relativisticos sio mais fa-
cilmente derivados e entendidos quando tratados do ponto
de vista geométrico e 0 mesmo ocorre com a precessao de
Thomas. No decorrer do texto, construiremos um espago
de velocidades, denominado disco de Poincaré, no qual
velocidades sdo representadas por pontos e, notavelmente,
boosts sdo representados por geodésicas. Veremos que, pelo
viés geométrico, a precessdo de Thomas surge naturalmente
como uma consequéncia da curvatura de certas geodési-
cas no disco de Poincaré. Obteremos a expressdo para a
frequéncia angular de Thomas com a qual referenciais acele-
rados rotacionam e, logo apds, exibiremos as consequéncias
que esse efeito de rotagdo acarreta na energia do dtomo de
hidrogénio.

2. ESPA(;O RELATIVISTICO DE VELOCIDADES

Suponha que estamos em um referencial inercial S e con-
sideramos outro referencial inercial &’ se movendo com
velocidade constante em relagdo a S e cuja origem coincide
com a origem de S para t = t' = 0. Sabemos que segundo
um observador em S, a trajetéria da origem de S’ é des-
crita por uma reta no espago-tempo de Minkowski que se
encontra "dentro" do cone de luz e que intercepta a origem.
Tendo isso em mente, note que qualquer reta que intercepta
a origem e se encontra dentro do cone de luz representa
a trajetéria da origem de algum referencial se movendo
com velocidade constante em rela¢do a S. Como cada uma
dessas retas se relaciona a uma e somente uma velocidade,
podemos construir um espago de velocidades simplesmente
escolhendo um ponto de cada uma dessas retas. Temos
certa liberdade no critério de escolha para esses pontos. As-
sim sendo, posto que almejamos analisar fendmenos que
envolvem rotagdes, a melhor opgdo é trabalharmos em um
espago conforme, isto €, um espaco no qual angulos se com-
portam de maneira Euclidiana. Ademais, gostarfamos que
a métrica desse espago de velocidades fosse invariante pe-
rante transformacgdes de Lorentz, tal qual o espago-tempo
de Minkowski. E possivel mostrar[4] que uma superficie no
espago-tempo que satisfaz as premissas acima é o parabo-
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léide de revolugdo descrito por ct = —— cujo elemento
de linha é dado por
2
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ds® = (1—r2) (dx*+dy°) = (1—r2) (dr-+r7d6°) (1)

onde r := \/x2+y2. E facil notar que esse paraboléide
tangencia o cone de luz quando r = 1 e que retas que inter-
ceptam a origem cruzam o paraboléide a uma altura ct < 1
e o0 cruzam novamente em outro ponto com ct > 1. Em
virtude de desejarmos cada reta correspondendo a somente
um ponto no espago de velocidades, elegeremos apenas a
parcela ct < 1 do paraboléide como tal. Alids, apesar de o
paraboléide ser um espago de velocidades conforme perfei-
tamente valido, serd mais facil trabalharmos com a projegdo
desse espago no plano (x —y) uma vez que é muito mais
natural visualisarmos angulos em duas dimensdes. O re-
sultado dessa projegdo obviamente relaciona-se a um disco
unitario, denominado disco de Poincaré, que herda a métrica
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do paraboléide (Eq.1) e é um espaco conforme. Vide figura
1.

(X4:X2,X3)

o (x1%)

Figura 1: Projegio da parte x3 = ct < 1 do paraboldide no plano [4].
Na figura, x1 = x, Xp = y e x3 = ct.

A seguir, constataremos que a distancia da origem (0,0)
até um ponto arbitrdrio (xg,yp) no disco de Poincaré repre-
senta uma grandeza denominada rapidez, definida a partir
da velocidade de um referencial. Esta distancia, que chama-
remos de s, é obtida via integracdo do elemento de linha
ds em coordenadas polares. Repare que, como desejamos
integrar ao longo do raio, temos d6 = 0. Em vista disso,
segue de (Eq.1) que

X0, R
s = ( 0yO)als: / (i)dr:ﬂanh_ll{ ()
(0,0) Jo "1—12
Com o propésito de obtermos a interpretagdo fisica de
s serd conveniente evocarmos o paraboldide. Note que
um ponto no disco de Poincaré cuja componente radial é

2 2 1
R = /x2+y3 corresponde ao ponto (xg, Yo, %) do

paraboléide. E simples perceber que este ponto estd contido
na reta cuja inclinagdo corresponde a

gt_1+R2:>£_1+R2:> 2R )
R 2R v 2R P=irre
onde B := v/c. Escrevendo R em funcdo de s obtemos
facilmente que
2tanh §
= ————5 =tanhs 4)
1+ tanh” 3

Invertendo a equagdo acima vemos imediatamente que a
distancia s de um ponto em relagdo a origem do disco de

Poincaré corresponde a quantidade tanh ™! § usualmente
denominada rapidez e, por esse motivo, é mais adequado
nos referirmos a esse espaco como espaco de rapidez ao invés
de espago de velocidades. Assim, fica evidente que a borda
do disco representa velocidades iguais & velocidade da luz.
Para esclarecer ainda mais o significado fisico do espaco
de rapidez relacionaremos as coordenadas (x,y) deste com
as velocidades Euclidianas vy e v,. Primeiramente, note
que como um ponto (x,y) do disco de Poincaré se relaciona
com um ponto (x,y,ct) = (x,y, (1+r2)/2) do paraboléide
segue que

b= (1 - X

m)xr 5y:(m)y/ B=(

E simples notar que a terceira expressdo de (Eq.5) é equi-
valente a uma equacgdo de segundo grau pra r cuja solugdo

é
14
=(—— 6
r= ()P ©
onde v := (1 — ﬁz)_%. Substituindo (Eq.6) nas duas primei-
ras expressoes de (Eq.5) obtemos

x = (—)Bs

Y
741 )By 7)

=G

Ou seja, a coordenada x no disco de Poincaré é proporcional
a componente v, da velocidade e a coordenada y é propor-
cional a componente vy. O fator de proporcionalidade em

ambos os casos é de v/ (y + 1). Note que no limite v — 0 o
elemento de linha ds dado por (Eq.1) se reduz a

ds® = (dBx)? + (dBy)* (8)

que nada mais é que o elemento de linha do espaco Eu-
clidiano néao-relativistico de velocidades, de acordo com
o esperado. Como uma tltima observagdo, repare que a
grandeza arctan 7* corresponde ao angulo formado pela

velocidade v e o eixo horizontal do espago real. Assim,
utilizando as duas primeiras expressdes de (Eq.5) vemos
imediatamente que

arctan O _ arctan i 9)
Oy
de modo que o dngulo de v no espago real é exatamente o
mesmo angulo no espaco de rapidez. Esta é uma consequén-
cia de que o espago de rapidez é construido sob o requisito
de que este seja um espago conforme, e é esta propriedade
que o faz tdo til na andlise da precessdo de Thomas.

Uma vez tendo estabelecido o espaco no qual trabalhare-
mos e tendo explicitado sua interpretagao fisica, precisamos
de somente mais um elemento para entendermos a preces-
sdo de Thomas como um efeito geométrico. Exibiremos
a seguir que boosts podem ser representados no disco de
Poincaré como sendo suas geodésicas.

3. GEODESICAS NO DISCO DE POINCARE

Podemos pensar intuitivamente que ao aplicarmos um boost
partindo um referencial inercial de velocidade v, para outro
referencial de velocidade v, > v; passamos pelo niimero
minimo de velocidade que sdo maiores que v; e menores
que vp. Sob essa heuristica, inferimos que a trajetéria cor-
respondente a esse processo no espago de velocidades é a
de menor comprimento possivel que, por defini¢do, é uma
geodésica. Existem dois tipos de geodésicas no disco de
Poincaré. O primeiro tipo sdo retas que contém a origem
do disco, ou seja, sdo os boosts que partem do repouso. A
prova de que essas geodésicas sdo retas é muito simples:
basta utilizarmos o principio de minima agdo, assim como
fazemos para demonstrar que a menor distancia entre dois
pontos no espaco Euclidiano é um segmento de reta[4].
Para identificarmos quais sdo as geodésicas que ndo con-
tém a origem utilizamos um fato bem estabelecido em ge-
ometria diferencial[5] que é o de que tranformagdes que
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preservam a métrica de um espaco quando aplicadas em ge-
odésicas, produzem geodésicas. Podemos, portanto, tomar
vantagem do fato de que a métrica do disco de Poincaré &,
por construgdo, invariante perante transformacdes de Lo-
rentz e aplicarmos o mesmo boost a cada ponto de um seg-
mento de reta que contém a origem esperando assim obter
uma geodésica que certamente ndo conterd a origem. Todo
esse procedimento é muito bonito[4] mas, infelizmente, ndo
o incluirei nessa monografia. Ao invés disso, simplesmente
direi quais sdo estas geodésicas: sdo arcos de circunferéncia
cujos centros de curvatura se encontram fora do disco de
Poincaré e que intersectam a borda do disco perpendicular-
mente. Uma maneira de assimilar a razdo pela qual essas
geodésicas ndo sdo retas é observando que a métrica do
espaco de rapidez nos diz que segmentos préximos a borda
do disco possuem comprimento muito maior do que aparen-
tam e, consequentemente, a curva que minimiza a distancia
entre estes dois pontos deve se curvar em dire¢do ao centro
do disco. Veremos a seguir que essas geodésicas curvas sdo
o elemento chave na interpretacdo geométrica da precessao
de Thomas.

4. RotAcCAO0 DE THOMAS = DEFEITO ANGULAR

Vimos nas se¢des precedentes que podemos representar ve-
locidades por pontos no disco de Poincaré e boosts entre
duas velocidades pelas geodésicas que ligam esses pontos.
Revelaremos em breve que ao transportarmos um sistema
de coordenadas ao longo de um tridangulo geodésico, ao
final do circuito manifesta-se um angulo de rotacdo entre o
referencial transportado e um referencial que permaneceu
em repouso, ou seja, na origem. Isso decorre do fato de que
como boosts puros, por definicdo, ndo envolvem rotacdes es-
paciais, os eixos coordenados que representam esses boosts
no disco de Poincaré devem manter sempre um angulo fixo
em relacdo as suas geodésicas. Com efeito, considere dois
boosts que contém a origem do espago de rapidez. Suas
correspondentes curvas no disco de Poincaré, que represen-
taremos por @1 e ®3, serdo retas que interceptam a origem.
Adicionalmente, considere um boost que ndo contém a ori-
gem e cuja correspondente geodésica, que denominaremos
®,, intersecta as outras duas. Sejam w1, ap, 3 0os angulos
entre as geodésicas. Isso esta ilustrado na figura 2.

Figura 2: Tridngulo formado pelas geodésicas ®1,P, e P3 e seus corres-
pondentes dngulos aq,05 e a3.

Veja agora a figura 3 e note que ao transportarmos o
sistema de coordenadas ao longo de ®; partindo da origem
até ®,, ndo ocorre nenhuma variagdo no angulo formado
pelo eixo x do sistema de coordenadas e ®; e, portanto, o
angulo formado por esse eixo e @, serd m — «y.

Figura 3: O primeiro boost ao longo de ®.

Como ®; é uma geodésica, ao transportarmos o sistema
de coordenadas do ponto de intersec¢do de ®; e P, até o
ponto de intercecgdo de @, e P3, como ilustrado na figura
4, o angulo formado pelo eixo x do sistema de coordenadas
e @, deve se manter constante de maneira que, no fim do
processo, o eixo x formard um angulo de 7w — a7 — a3 em
relacdo a geodésica 3.

/ Py
Figura 4: O segundo boost ao longo de ®,.

Finalmente, vemos na figura 5 que ao transportando o
sistema de coordenadas ao longo de ®3; de volta para a
origem temos que o dngulo de Thomas-Wigner formado entre
esse sistema de coordenadas e um sistema de coordenadas
que permaneceu no repouso é de

TWR = — (1t — (a7 + ap + a3)) (10)

Perceba que se estivéssemos num espaco Euclidiano a
soma dos dngulos internos de um tridngulo geodésico seria
igual a 71, de modo que 7T — (a1 + ap + a3) seria igual a zero.
Em outras palavras, a quantidade 7t — (a1 + ap + a3) é uma
medida do quanto um tridngulo geodésico ndo-Euclidiano
difere de um tridngulo Euclidiano. Por esse motivo os mate-
maticos nomearam essa grandeza de defeito angular. Assim,
mostramos que a rotacdo que um referencial sofre apds a
aplicacdo de dois boosts ndo colineares ¢é igual ao defeito
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Figura 5: O terceiro boost ao longo de ®3.

angular do correspondente tridngulo geodésico no disco
de Poincaré. Na proxima secdo utilizaremos elegantemente
esse resultado na obten¢do da férmula da precessdo de
Thomas via geometria.

5. A PRECESSAO DE THOMAS

Suponha que um elétron descreva um movimento circular
uniforme no espago real. Sua trajetéria no espago de rapidez
serd dada por uma circunferéncia cujo raio corresponderd a
velocidade do movimento. A abordagem que geralmente é
utilizada no tratamento desse problema é a de considerar
o referencial do elétron, que é ndo inercial, como uma su-
cessdo de referenciais inerciais cujas velocidades coincidem
com a velocidade do elétron pra cada instante de tempo de
maneira que o movimento circular do elétron é interpretado
como uma sequéncia de boosts ndo colineares entre esses re-
ferenciais, como ilustrado na figura 6. Veja que, nessa visdo,
temos que apds cada um dos boosts o sistema de coorde-
nadas sofrerd uma rotagdo. Por isto, é natural concluirmos
que quanto melhor for a aproximacdo do circulo como uma
composicdo de geodésicas temos que o referencial da parti-
cula girard com uma certa velocidade angular. Esse efeito
de rotagdo continua é a precessdo de Thomas. Para encon-

Figura 6: Aproximagdo de trajetérias curvas no espago de rapidez por
composigio de segmentos de geodésicas.

trarmos o valor da precessdo de Thomas empregaremos
um método recorrente em geometria. Nos deslocaremos
ao longo da trajetéria fechada no espago de velocidades
formada por um tridngulo geodésico e somaremos todos os
deslocamentos angulares que ocorrem no caminho. Dizendo

melhor, desejamos relacionar a rotagdo de Thomas-Wigner
a uma integral de contorno no disco de Poincaré. Para tal,
mostraremos e utilizaremos o fato de que o defeito angular
de um tridangulo geodésico é numericamente igual a sua
drea interna. Ressalto que tratar do tridngulo geodésico é
suficiente posto que qualquer curva pode ser aproximada
para uma composigdo de tridngulos. Comecemos o procedi-
mento escrevendo o teorema de Green:

%les://VxFﬁda
C %

onde escolhemos convenientemente o campo vetorial F :=
—yi + xj. E possivel mostrar que feita essa escolha de F,
temos V x F' - 71 = 1, de forma que o teorema de Green fica

fCFds://ZdU:Area(Z)

Por outro lado, segue da métrica do disco de Poincaré que
ds = (727)(dxi + dyj). Logo,

(11)

(12)

}{CF -ds = fc(lfirz)(xdy —ydx) = Area(X) (13)

Desejamos expressar a equagdo (Eq.13) em coordenadas
polares. Usando as transformacgdes x = rcosf e y = rsinf
é trivial que

xdy — ydx = r*df (14)

Sendo assim, fica explicito que a tinica parte do triangulo
geodésico C que contribuird na integral é a geodésica ®;
em consequéncia de ®; e 3 serem retas e, por isto, 40 = 0
ao longo das mesmas. Podemos escrever a forma desejada
do teorema de Green

/ 2 \i0 = Area(s) (15)
Dy 1—12

Com o inttito de calcularmos a integral acima trocaremos o
sistema de coordenadas polares centrado na origem para um
sistema de coordenadas polares centrado no ponto (a, b) que
representa o centro da circunferéncia cujo arco corresponde
a geodésica ®,. Sendo va? + b? — 1 o raio desse circulo e

w a correspondente coordenada angular, concluimos que a
transformacao desejada é

x=a—+Va?>+b?>—-1cosw
y=b—+Va2+b?—1sinw

Usando essas transformacgdes de coordenadas é possivel
mostrar que

(16)

(71 —2r2 )(xdy — ydx) = —dw (17)
Agora, recorreremos a um argumento geométrico. Com o
auxilio da figura 7, observe que os dois raios do circulo
centrado em (a,b) juntamente com as geodésicas 1 e P3
formam um quadrilatero Euclidiano cuja soma de todos os
angulos internos deve ser igual a 27, isto é

271:043+(zx1+z)+w+(1x2+%) (18)

2
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ou, equivalentemente

w=7m— (a1 +ay+asz) (19)

Por fim, chegamos ao notdvel resultado de que a rotacdo
de Thomas-Wigner corresponde a area interna do tridngulo
geodésico

Area(X) =

dw =711 —
D

(01 + a2 +a3) = —TWR (20)

Figura 7: Quadrildtero Euclidiano no disco de Poincaré. A drea (nio-
Euclidiana) do tridngulo geodésico é igual ao seu defeito angular.

Agora que demonstramos que a integral (Eq.13) é igual
ao negativo da rotagdo de Thomas-Wigner, e tendo em
mente que qualquer curva pode ser composta por tridngulos,
podemos obter a expressdo para a precessdo de Thomas para
uma curva arbitrdria no disco de Poincaré. Para tal, basta
exprimirmos o integrando da segunda expressao de (Eq.13)
em termos da velocidade do elétron. Primeiramente, note
que podemos escrever a expressdo xdy — ydx na forma de
um produto vetorial

P ol xdr) -k @)

dy — ydx)| = ¢
) (xdy —ydx)| = ¢ (5
Em seguida, multiplicando e dividindo o integrando por r?
e fazendo uso de (Eq.6) é possivel reescrever o mesmo da
seguinte maneira:

~

22 r X dr) vXdv)-k
FEN ARy ]y ) Ky

Expressando o integrando como uma diferencial exata di
temos

(22)

LX) (y -y lex )

onde foi usado que dv = adt. Enfim, segue que a velocidade
angular de Thomas com que o referencial do elétron gira em
relagdo a um observador arbitrario é

d vXa
%5:wThomas:(7_1)|( 2 )|

(vxa)

dp = (y—1)| dt (23)

(24)

Note que no regime ndo relativistico, onde v << ¢, temos
que a velocidade angular de Thomas é irrelevante corrobo-
rando o que geralmente esperamos de um efeito relativis-
tico. Em contrapartida, quanto mais nos aproximamos da

velocidade da luz, maior é a frequéncia de Thomas. Uma
propriedade fisica interessante que segue da equagdo acima
é a de que a precessdo de Thomas é um efeito puramente
cinematico que dé-se sempre que a aceleragdo do referencial
sendo analisado apresenta componente ortogonal a veloci-
dade do mesmo. Equivalentemente, qualquer referencial
que se mova ao longo de uma trajetéria curvilinea rotacio-
nard com uma velocidade angular dada por (Eq.24). Repare
que a precessdo de Thomas ndo é um fendmeno exético.
Muito pelo contrério: basta considerarmos trajetorias cur-
vas que o fendmeno se manifestard. Dedicarei o restante
dessa monografia a exposigao do sistema fisico que motivou
Thomas a perceber a relevancia do efeito que leva o seu
nome.

6. APLICAGCAO: MOVIMENTO DE UMA PARTICULA
COM SPIN

Considere um sistema cldssico composto por um elétron se
movendo ao redor de um préton. Obviamente, a trajetéria
do elétron sera curvilinea e, por conseguinte, o referencial
de repouso do elétron apresentard precessdo de Thomas
quando observado pelo referencial do préton. A seguir
obteremos a expressao para a energia de um elétron atémico
exposto a um campo magnético externo levando em conta
a precessdo de Thomas. Assumiremos que o momento
magnético y do elétron é dado por

R P (25)

K= ome®
onde s representa seu spin e g é o fator de Landé do elé-
tron. Segue dessa suposicdo que ao aplicarmos um campo
magnético na regido onde o elétron se encontra o mesmo
sofrerd um torque dado por

T =puxB (26)
onde T representa o torque e as linhas denotam que as
grandezas T e B devem ser calculadas no referencial de
repouso do elétron e expressas em funcdo das coordenadas
e dos campos medidos no referencial do laboratério. A
expressdo para B’ é trivialmente obtida via transformagéo
de Lorentz [3].

2

B =y(B-8xE)—

788 B)

(27)

Resta-nos obter a relagdo entre T e 7' levando em conta a
precessdo de Thomas. Goldstein[1] mostra que a taxa de
variacdo do momento angular como vista por referenciais
que apresentam um movimento relativo de rotagdo obedece
a relacdo

=1+ WThomas X § = K X B’ + WThomas X S (28)
onde foi usada a equagdo (Eq.26). Agora, serviremo-nos do
fato de que uma equagdo da forma 7 = pu x B é equivalente
a uma expressdo para a energia da forma ¢/ = —p - B. Essa
correspondéncia pode ser verificada no exercicio 6.22 do
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Griffiths [2]. Dito isso, decorre da equagdo (Eq.28) que a
energia do elétron é

U = Usem precessao + S * WThomas = — K~ B’ + 5 wriomas (29)

Antes de substituirmos a expressdo para B’ na equagdo
(Eq.29) notemos que, como a velocidade de transla¢do do
elétron em torno do atomo é baixa quando comparada a
velocidade da luz, é aceitdvel desprezarmos termos qua-
dréaticos de B = v/c. A tranformacao entre os campos, em
primeira ordem, fica

vxX E
c

B ~B-

(30)

de modo que a expressdo resultante para a energia do elé-
tron considerando a precessdo de Thomas é
v
u:_u'(B_FXE)"f_S'wThomus (31)
Ficara clara agora a relevancia desse termo de corre¢do
S - WTphomas- Para dtomos que possuem somente um elétron

podemos escrever a forga elétrica eE como o negativo do
gradiente de um potencial esfericamente simétrico V (r)

_rdV(r)

E:
¢ r o dr

(32)

Dessa forma, somos capazes de reescrever a parte ndo corri-
gida da energia assim:

e
U — 3 s B+
sem pr@cessﬂo 2mc

& (s.p)L%V
2m2c2 (s-L) r dr

(33)

onde L = mr X v é o momento angular orbital do elétron.
Muito embora o primeiro termo da equagdo acima descreva
corretamente o efeito Zeeman, foi observado experimen-
talmente que o segundo termo, decorrente da interagdo
spin-6rbita e responsavel pela estrutura fina, estd errado por
um fator de 1/2. Mostraremos imediatamente que conside-
rando a precessdo de Thomas obtemos a férmula correta
para a energia. Mais uma vez considerando somente ter-
mos lineares em 3 e usando que a for¢a que o elétron sofre
é dada por (Eq. 32) temos que a frequéncia de Thomas,
(Eq.23), se reduz a

Nli_rxvldiv_ —1 ldl (34)
WThomas ™ 502 "0 v dr — 2m22 7 dr
Substituindo (Eq.34) e (Eq.33) em (Eq.29) obtemos
_ & g, 8D v
U= BT e (s L)r dr (35)

Veja que se considerarmos o elétron como tendo um fator
de Landé g = 2, a correcdo segundo a precessdo de Thomas
faz com que a energia de interacdo spin-Orbita caia pela
metade, de acordo com o desejado segundo os dados ex-
perimentais. Perceba que essa correcdo ndo afeta o efeito
Zeeman, confirmando o fato de que a precessdo do spin
devido ao campo magnético e a precessdao de Thomas sao
efeitos ndo relacionados e devem, portanto, ser considerados
separadamente.

7. CONCLUSAO

Foi apresentado um resumo de como podemos construir
um espago relativistico de velocidades denominado disco
de Poincaré cujos pontos representam a rapidez associada a
um referencial e suas geodésicas representam boosts. Por
meio deste adquirimos o entendimento de que a rotagdo de
Thomas-Wigner e a precessdo e Thomas podem ser inter-
pretados como um efeito geométrico e, além disso, fomos
capazes de derivar a expressdo para a frequéncia angular de
Thomas com a qual um referencial se movendo ao longo de
uma trajetdria curva precessiona. Tendo esta expressdao em
maos, mostramos que a precessdo de Thomas é um efeito
de crucial importancia na andlise da energia de um elétron
atdmico exposto a um campo magnético externo.
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